i Univerzita Tomase Bati ve Zliné
Fakulta humanitnich studii

Logika, mnoziny, relace

Mgr. Marie Pavelkova

Zlin, 2018



POPIS PREDMETU

Bakalarsky studijni program: UCcitelstvi pro materské
skoly Predmet: Logika, mnoziny, relace
Forma studia: kombinovana
Rozsah distancni vyuky: 15 hodin
Zarazeni vyuky: 1. rocnik, letni semestr
Forma vyuky: semindr, cviceni
Ukonceni: Klasifikovany zapocet
Vyucujici: Mgr. Lubomir Sedlacek, Ph.D.
PaedDr. Lucia Ficova PhD.

Mgr. Marie Pavelkova

Stru¢na anotace piredmétu:

Rozsiteni a zevSeobecnéni stiedoskolského uciva matematiky, predevsim zakladnich po-
znatkt z logiky a elementarni teorie mnozin, které jsou vychodiskem pro rozvoj matematic-
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UvVOD

Predmét Logika, mnoziny, relace pfipravuje studenty oboru Ucitelstvi pro matefské Skoly
teoreticky na oblast matematiky v edukaci matetské skoly. Logika ma zde zasadni misto,
protoze se déti seznamuji se svétem kolem sebe a jejich prelogické mysleni prochazi velkou

zménou. Postupné se stava logickym.

Tato studijni opora si klade za cil shrnout tivod do teorie logiky, mnozin, vyrokové logiky
a binarnich relaci. Je pro studenta podkladem pro praci s détmi a zakladni osnovou jeho
studia. Zaklad polozeny v této studijni opofe je také pomiickou k ur¢ovani matematickych

vztahil, které Ize identifikovat ve vychovné vzdélavacim procesu v mateiské Skole.

Po prostudovani by mél byt student schopen porozumét oblasti vyrokové logiky, binarnich

relaci a mnozin v intencich matetské skoly.
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1 VSTUP DO HISTORIE LOGIKY

Zéklady logiky se datuji do 4. stol pf. n. 1. do antického Recka. Lidé viak mysleli logicky
podstatné diive. Jiz od prvopocatku lidské existence musel ¢loveék vyvozovat zavéry na za-
klad¢ logickych kroki, které¢ ude€lal. Logické uvazovani ¢lovéka je velmi siln€ spjato také
s mezilidskou komunikaci. Postupny pfechod od smyslového zptisobu vyjadiovani az po ja-
zykovou formu komunikace. Prvopocatky logiky miZeme také nachizet v Cing, kde se
velmi silné rozviji nauka o definovani a 0 Klasifikaci logiky. A také Indie byla prikopova
v oblasti poznavani a zaméfila se na nauku o Gsudcich. Tyto oblasti ale byly velmi ovlivnény

naboZenstvim, proto se v t& dob¢ plné€ logika jako véda neutvarela.

Obdobi Aristotela se ale nevyznacovalo typicky jen rozvojem jiz vySe zminéné oblasti lo-
giky ale také etikou, filosofii, ktera je s logikou uzce spojena. Tento trojihlenik, ktery byl
velmi vazén jiz na Zénona, je zakladem filozofie, ktera je také prvopocatkem matematiky.
Platon, Sokrates a Aristoteles byli u zrodu prvnich teorii dotykajicich se geometrie a aritme-
tiky. Velmi zasadni ve vyvoji logiky byl Diodéros Kronos. Aristotelské obdobi je mozno

délit nasledujicim zptisobem:
1.  Ptipravné obdobi;

2. Aristotelsko — megarsko - stoické (polovina 4. stoleti pf. n. 1. - konec 3. stoleti
pt. n. L);

3. Obdobi komentatort (zacatek 2. stoleti pf. n. 1. - 6. stoleti n. L.).

Nejvyznamnéjsi osobnosti byl Aristotelés ze Stageiry (383 - 322 pf. n. 1.), ktery stu-
doval na Platénové akademii v Athénach. Radime ho mezi fecké filozofy. Od svého
ucitele Sokrata prevzal dialog, jako zakladni pilif tvorby nového objevu. Sdm uz byl
ale typicky tim, Ze zakim ptednasel (Polak, 2014). Proslavil se jeho Zivotnim dilem

Organon. Toto dilo je rozdéleno do ¢asti:
1. Kategorie
2. O vyjadfovani
3. Prvni analytiky
4. Druhé analytiky

5. Topiky
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Aristoteles se proslavil jest¢ mnohymi dalSimi spisy, ale jako zésadni mizeme uvadét
,, O vyjadiovani“. Toto dilo je zalozeno na tvorbé a identifikaci soudl a nejjednodussim
predikatovym soudem, ktery miizeme pouzit je oznamovaci véta (Zaviel, 2010). Jednoduché
véty urcuji dvé hlediska: 1) kvalitu 2) kvantitu. Z oblasti kvantity pro logiku jsou podle n¢j
podstatné pouze véty oznamovaci — pravdivé/nepravdivé. Tyto véty nazyva vyroky. Vy-
roky kladné — prisuzujeme (lidé jsou zivocichové). Je to véta, 0 které Ize rozhodnout na
zaklade lidského usudku, rici jisty zaver. Zaporné vyroky — popirame (lidé nejsou okrid-
leni). Také lze rozhodnout, zda je tento vyrok pravdivy ¢i nepravdivy. Podle kvantity:
Obecné (kazdy clovek je zivocich) a Easteéné (nekteri lidé jsou moudri).
* 4 zakladni formy vyroku:
1. Obecné kladné (Kazdé zvire je Zivocich.)
2. Obecné zaporné (Zddny clovék neni nesmrtelny.)

3. Castetné kladné (Nékteri lidé jsou hloupti.)

4. Castené zaporné (Néekteri lidé nejsou hloupi.)

1. Obecny kladny Kazdé H je Z;

2. Obecny zaporny ZAadné H neni Z;

3. Castedny kladny Néktera H jsou Z;
4. Céastedny zaporny Néktera H nejsou Z.

Tuto teorii prezentoval ve 2. stoleti pt. n. . Boethilo — logicky ¢tverec
» Kontradikce — 1. pravdivy, 2. nepravdivy
(P — Kazdy kos je ptik. N — Néektert kosové nejsou ptdci.)
* Kontrarnost — maximaln¢ 1 pravdivy
(N — Kazdy clovék je doktor. N — Zadny ¢lovek neni doktor.)
* Subkontrarnost — minimalné¢ 1 pravdivy
(P — Nékteri lidé jsou rodice. P — Néekteri lidé nejsou rodice.)

» Subalternace — z pravdivosti vyss§iho, usoudime pravdivost niz§iho
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(P — Kazdy clovek je smrtelny. P — Nekteri lidé jsou smrtelni.) Pro prehledné zobra-

zeni téchto vztahii se ve stredoveéku pouzival tzv. logicky ctverec.

Nejvyznamnéjsi vak byl ale Aristoteliv konstrukt formalni logiky. Je zde typicka jasnost,

piehlednost a systém, ktery skryval jednoduchost (Sedivy, 1984).

1.1 Logika z pohledu sémantiky

Sémantika v¢ét Z pohledu vyrokové logiky je smysl ¢i jisty vyznam daného sdéleni ¢i vyjad-

feni, o kterém ma smysl mluvit (Partova, 2004).

Metoda protipfikladu
— z pravdivého predpokladu nelze usoudit nepravdivy zaveér,
— znepravdivého predpokladu Ize usoudit pravdivy zavér,

— slouzi k prokazani nespravnosti sylogismu.

1.2 Megarsko-stoicka skola

* 4 typy slozenych vyrok:
— Implikace: ,,Jestlize néco, pak ono.*
— Konjukce: ,,To a ono.“
— Disjunkce: ,,Bud’ néco, nebo ono.*

— Negace: ,,Neni pravda, ze...*; ,,nikoliv*; ,,ne

Pohled sémanticky urcuje, za jakych podminek je vyrok pravdivy.
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2 LOGIKA

Logika je soucast kazdodenniho zivota ¢lovéka. Na zakladé logického tsudku se lidé
rozhoduji v kazdodennich situacich. Casto se setkdvame se situaci, kdy si fekneme, nebo
nam nékdo fika znamé tvrzeni a hlavou nam plyna véta: To je prece logika! Logické uvazo-
vani a usuzovani je soucasti naseho kazdodenniho jednani. Mnohdy vsak ani nepiemyslime
nad tim, co slovo logika vlastné¢ znamend, a na co upozornuje. VSeobecné¢ je vSak nutno
konstatovat, se jedna o urcity myslenkovy postup, ktery na zakladé nékolika vedlejsich fakta
vede k ur¢itému zavéru. Tyto zavéry tvoiime na zaklad¢é rychlého uvazovani a usuzovani.
Muizeme vést piiklad z kazdodenniho Zivota. Cekdme na trolejbusové stanici, jedou trolej-
busy rizného oznaceni, nasim ukolem je rozhodnout se pro jeden. Spontanné tedy reagujeme

na zaklad¢ nasi zkuSenosti a kroky, vedouci k isudku si neuvédomujeme (Kaslova, 2010).

Pojem ¢i slovo logika pochazi z feckého ,,logos*, coz ma v prekladu vice vyznami:
tec, slovo, myslenka, rozum, smysl atd. Za jejiho zakladatele je povazovan Aristoteles, ktery
se ve svém dile Organon, zabyval nékolika typy uvazovani a nésledn¢ je d€li na spravné

a nespravné. (Sochor, 2001)

Literatura se miize shodnout na tom, Ze logika je véda, ktera se zabyva usuzovanim,
pravdivosti, dokazatelnosti a vyvratitelnosti. Pfitom vSem jde v logice pouze o formu sd¢-
leni, nezajima nés, co konkrétné je sdélovano, stejné jako nas nezajimaji rizné psycholo-
gické interpretace a intence, se kterymi se dana situace spojuje. Mizeme tedy fici, Ze se
jedna o védu, ktera do urcité miry zkouma pravdivost naSeho usuzovani, tedy to jak usuzu-

jeme (Sedivy, Lukatsova, Odvarko & Zoldy, 1970).

2.1 Déleni logiky

Logiku mizeme rozdé€lit na klasickou a neklasickou. Klasickou logikou rozumime
logiku, kdy ptedpokladame, Ze tvrzeni je bud’ pravdivé, nebo naopak nepravdivé. Tudiz
pfedpokladdme tvrzeni a jeho negaci. MiZeme fici, Ze tvrzeni mliZe nabyt dvou pravdivost-
nich hodnot — pravda nebo nepravda a zadn4 jind tieti moznost neexistuje (Trlifajova & Va-
Sata, 2013). Neklasickou logikou potom tedy rozumime logiku, ktera se snazi zakon o nee-
xistujici tfeti moznosti zneplatnit &i alespon zeslabit. Casto mluvime o tzv. trojhodnotové
logice, kdy tvrzeni mohou nabyvat vice pravdivostnich hodnot. Do této skupiny logik patii

naptiklad tzv. fuzzy logika, ktera dovoluje, aby pravdivostni hodnota vyroku nabyvala hod-
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noty libovolného realného ¢isla od 0 az po 1. Dalsim ptikladem je tieba modalni logika (Tr-
lifajova & Vasata, 2013). Tato logika potom navazuje na vyrokovou logiku, u které my ur-

¢ujeme pravdivostni hodnoty danych vyrokd.
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3 MATEMATICKA LOGIKA

Matematika se zrodila z dialogu. Je proto velmi dulezité verbalizovat matematické
operace a také vyroky a vyrokové formule, které pouzivame pii matematickych ukonech.
Jednim z podobort klasické logiky, tedy logiky, kde Zadna tfeti moznost neplati je matema-
tické logika. Jindy se také oznacuje jako logika vyrokova. Sochor odkazuje na to, Ze samo
»wslovni spojeni matematicka logika ma zdiiraznit, ze pro zkoumani naseho uvazovani se

casto pouzivaji metody bézné v matematice.* (Sochor, 2001 str. 9)

Muzeme konstatovat, Ze matematika je tedy vSude kolem nds a my se snazime realitu
popsat pomoci vyroki. Matematickd logika jako véda slouzi jako ndstroj, pomoci kterého
presné vyjadiujeme urcité matematické fakty (Kli¢, 2007). Mizeme tedy usoudit, Ze 0 ma-
tematickou logiku se jedna, pokud pouzivame urcité matematické metody a postupy. Tyto

postupy maji své pravidla a neménné kroky.

3.1 Vyrokova logika

Zakladem vyrokové logiky je vyrok nebo tvrzeni. Je to oznamovaci véta, o které mizeme
rozhodnout, zda je pravdivé ¢i nepravdivé (Partova, 2004. Vyrok je vyjadfovaci prostiedek
matematiky, se kterym se setkdvame ve vétSiné matematickych vét a vyjadreni a taktéz
v matematické terminologii. Vyrokova logika vznikla na zéklad¢ paradoxt, se kterymi se
V naSem zivoté bézné setkdvame. Ve vyrokoveé logice pouzivame pro zapis tzv. jazyk ma-
tematiky, kam patii: predikatové symboly, logické spojky a kvantifikatory. Tyto symboly
nazyvame logickymi symboly ¢i logickymi spojkami (Busek, 1999).

3.2 Vyrok

Zakladem vyrokové (matematické) logiky je vyrok. Vyrokem rozumime vétu, kterd
ma dvé hodnoty, a my musime rozhodnout o pravdivostni hodnoté. Rozhodujeme o jeho
pravdivosti (1) nebo nepravdivosti (0). Zadna jind moznost u vyrokové logiky neexistuje,
nebot’ v klasické logice pocitame s principem vylou¢eného tietiho, ktery se nazyva tertium
non datur. Vyrok tedy chapeme jako oznamovaci vétu, nikoli otazku ¢i vétu rozkazovaci.
Prvotni vyroky, které chdpeme jako jednoduché oznamovaci véty a jsme schopni ur¢it jejich

pravdivostni hodnotu, oznac¢ujeme velkymi pismeny A, B atd. (Trlifajova & Vasata 2013)

Ptiklady prvotnich vyroku:
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A. 2 je mensinez 5.
B. Milo§ Zeman je ¢esky prezident.

C. Jerok 2018.
Pravdivostni hodnota vyroku — dvouhodnotovéa logika

Ve vyrokové logice rozhodujeme, zda se jedna o vyrok pravdivy nebo nepravdivy, mi-
zeme pfifadit jeho pravdivostni ohodnoceni. Pravdivému vyroku pfifazujeme pravdivostni
ohodnoceni 1 a nepravdivému vyroku pfifazujeme ¢islo 0. Mluvime tedy o tzv. pravdivostni
hodnoté vyroku. V takovém ptipad€, kdy mizeme vyroku pfiifadit pravé jednu ze dvou

pravdivostnich ohodnoceni (0, nebo 1), mluvime o tzv. dvouhodnotové logice. (Kli¢, 2007)

3.3 SloZené vyroky

Vyrokem nemusi byt jen jedno jediné tvrzeni, ale mizeme zjistit vice informaci
a tedy i pracovat s vice vyroky. Ze zakladnich (prvotnich, ¢i jednoduchych) vyroku Ize po-
moci logickych operaci vytvoftit dalsi slozitéjsi vyroky, které nazyvame vyroky sloZené.
Nyni je ale dilezité poznamenat, Ze v zdsad¢ nezaleZi na vlastnim obsahu slov daného vy-
roku. Pouzivame k tomu logické spojky, které¢ odpovidaji danému slozenému vyroku. Ku-
ptikladu, jak uvadi Partova: Vv (a nebo ),  (a, a sou¢asné), =>(pokud, tak potom), <=> (pravé

tehdy, kdyz) (Partové, 2004).

3.3.1 Negace
Negaci znac¢ime symbolem —. O negaci vyroku A mluvime tehdy, kdyz:

1. Neni pravda, ze A.

2. Neplati A.

3. Ne-A. (Jedna se o zménu slovesa, pfidanim ptedpony ,,ne-*)

,Negace —A vyroku A je takovy vyrok, ze pro kazdé ohodnoceni, pfi kterém je
A pravdivy, je —A nepravdivy a naopak*. Pfikladem miZe byt negace vyroku: ,, Dnes jsem

dostal jednicku* a negace vyroku je, ,, Neni pravda, ze jsem dnes dostal jednicku “.
Piiklady negaci vyrokii:

A. 2 je menSinez 5.
B. Milo$ Zeman je ¢esky prezident.
C. Jerok 2017.
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—A. Neni pravda, Ze Milo§ Zeman je Cesky prezident. (0)
—B.  Nenirok 2017. (1)
Na zakladé nasledujici tabulky, mizeme jasn¢ pochopit, ze pokud je pivodni vyrok

A pravdivy (1), jeho negace bude nepravdiva (0) a naopak.

Al—A
1/0
0|1
Pravdivostni ohodnoceni —A (Trlifajova & Vasata, 2013)

O negaci v§ak nemlZeme hovofit jako o logické spojce v pravém slova smyslu, pro-

toze vyroky nespojuje, ale upravuje.
Konjunkce

Konjunkci zna¢ime symbolem A, a odpovida sloZeni dvou vyrok A, B za pomoci
spojky ,,...a...", ,,...1...“a,,...azaroven...“. Tedy A a B, Ai B, nebo A a zdrover B (Sochor,
2001).

Piiklady konjunkci vyroku

a. AAB: 2 jemensineZz 5 aMilo§ Zeman je Cesky prezident. (1)
b. AAC: 2 je mensineZ5 a je rok 2017. (0)

Je ale dulezité znat definici: Konjunkce AAB je pravdiva jen tehdy, pokud oba vyroky

A 1B jsou pravdivé, tedy maji pravdivostni hodnotu 1. Ve vSech ostatnich pfipadech je kon-

junkce nepravdiva. Viz nasledujici tabulka.

A | B | AAB

1
1)1

0
110

0
01

0
0O
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Pravdivostni ohodnoceni AAB. Disjunkce

Dalsim spojkou, kterou pouzivame je disjunkce. Ta se zna¢i symbolem V, ktery v pfi-
rozeném jazyce odpovida spojce ,,...nebo...“. Tedy A nebo B. (Sochor, 2001)

Piiklady disjunkce vyroku
a. AVB: 6 je mensinez 10 nebo je Milo§ Zeman cesky prezident. (1)
b. AVC: 6 je mensinez 10 nebo je rok 2011. (1)

Trlifajovéa uvadi, Ze disjunkce vyroki A a B (tedy AVB), ,,je pravdivd pouze pro
takova ohodnoceni, pfi kterych je alespon jeden z vyrokl A, B pravdivy.” V ostatnich pfi-
padech, tedy v piipadé¢, ze zadny z prvotnich vyroki neni pravdivy, je disjunkce AVB ne-
pravdiva. (Trlifajova & Vasata, 2013, s. 13). Viz nasledujici tabulka:

A|B|AVB
1111
1101
011
0010

Pravdivostni ohodnoceni AVB

3.3.2 Implikace

Implikaci rozumime logickou spojku, kterou oznacujeme =. Tato spojka je zalozena
na vztahu ptfedpokladu a zadvéru. Tedy A=B. A chapeme jako predpoklad a B jako zavér.

V pfirozeném jazyce slovné definujeme tuto spojku pomoci: ,jestlize..., pak ...

wZ- Plyme. ., Jkdyz..., tak ... . (Trlifajova & Vasata, 2013, s. 13).

Implikace A=B je nepravdiva pravé v jednom ptipad¢, kdy vyrok A je pravdivy
a vyrok B je nepravdivy. Laicky feCeno: implikace je nepravdiva pravé tehdy, kdyz z pravdy
plyne nepravda. Pro ostatni ohodnoceni je implikace pravdiva.

Je nutné podotknout, Ze ¢lov€k automaticky mezi pfedpokladem a zavérem hleda

n¢jaky vztah. U implikace vSak mize dojit i k situaci, kdy se mezi predpokladem a zavérem

zadny vztah nevyskytuje. Trlifajova (2013) uvadi priklad:
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wJestlize 1 + 1 =2, pak je Zemé kulatd.”  Ptestoze mezi vyroky nevidime zadny logicky
vztah, je toto tvrzeni pravdivé, nebot’ oba vyroky jsou pravdivé.
westlize 1 + 1 =2, pak je Zemé placata.”” Je vyrok nepravdivy, nebot’ se jedna o situaci,
kdy z pravdy plyne nepravda. (Trlifajova & Vasata, 2013).
Priklady implikaci vyroki

a. A=B: Jestlize 2 je mensi nez 5, pak je Milo§ Zeman cesky prezident. (1)

b. A=B: Jestlize 2 je mensi nez 5, pak je rok 2017. (0)

A|B|A=B
11111
1010
011
001

Pravdivostni ohodnoceni pro A=B. (Trlifajova & VaSata, 2013, s. 15).
Negace implikace

Jak uZ jsme zminily, o negaci mluvime tehdy, kdyz ménime pravdivostni ohodnoceni
vyroku. Kromé prvotnich vyrokii miiZzeme negovat také vyroky sloZené. ,,Negaci implikace

A=B je konjunkce AA—B* (Partova, 2004).

Negace implikace se vZdy tvoii na zaklad€ dané tabulky, kdy pfesné vidime, Ze slou-
pec negaci implikace ma tfi 0 a jednu 1, coz jasn¢ dokazuje, Ze se nejedna o implikaci, ale
konjunkci dvou vyrokt. Jelikoz vime, ze konjunkce je pravdiva pouze tehdy, kdyz je sloZzena
ze dvou pravdivych vyrokli, musime ptivodni pravdivy vyrok A nechat v piivodni podob¢,
a druhy nepravdivy vyrok B znegovat, abychom dostali dvakrat pravdivostni hodnotu 1.

Nasledné potom vznikne negace vyroku A=B je vyrok AA—B.
Tabulka. 1 (Trlifajova & Vasata, 2013, s. 13).

A|B|A=B|—~(A=B)|~A | ~B | AAB.

1111 0 0O (0 |0

1010 1 o |1 |1
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Priklad negace implikace:
. Jestlize pro strany trojithelnika plati vzorec c® = 8% + b2, trojihelnik je pravoiihly.

Mame dva vyroky:
A: Pro strany trojiihelnika plati vzorec ¢* = a% + b?.

B: Trojuhelnik je pravouhly.

Vyrok ma tvar A=B, znegujeme na AA-B. ,,Pro strany trojuhelnika plati vzorec
c® =a? + b?a trojithelnik neni pravouhly.“

3.3.3 Ekvivalence

Dle Trlifajové: ,,ekvivalence dvou vyrokiu odpovida situaci, kdy maji oba vyroky
stejnou pravdivostni hodnotu. V pfirozeném jazyce ekvivalence odpovidd vyrokim:

A prave tehdy, kdyz B.
A tehdy a jen tehdy, kdyz B.
A je ekvivalentni s B.

Ekvivalenci A a B zapisujeme jako A < B, a je pravdiva pravé tehdy, kdyz oba
vyroky A 1 B maji stejnou pravdivostni hodnotu. Pro ostatni pravdivostni ohodnoceni je ne-

pravdiva. (Trlifajova & Vasata, 2013, s. 15).
Piiklady ekvivalence vyrokii z 2.2.1:

a. B < C: Milo§ Zeman je Cesky prezident pravé tehdy, kdyz je rok 2017. (0)
b. A < B: 2 je mensi nez 5 tehdy a jen tehdy, kdyz Milo§ Zeman je ¢esky prezident.

(1)
A|B|AcB
1[1]1
1|00
010
0|01
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Pravdivostni ohodnoceni pro A<>B. (Trlifajova & Vasata, 2013).

Celkova pravdivostni tabulka.

Uvedena tabulka ukazuje vSechny vyrokové spojky, které jsme prezentovali vyse.

3.4 Formule

Ve vyrokové logice pracujeme s prvotnimi vyroky, logickymi spojkami a slozenymi
vyroky. Prvotni vyroky (né¢kdy zminované jako vyrokové proménné) zpravidla oznacujeme
velkymi tiskacimi pismeny. V jazyce matematické logiky nemluvime o téchto vyrocich jako
o vyrocich, ale nazyvame je prvotnimi formulemi. (Trlifajova & Vasata, 2013). Vyrokova
formule je tedy véta, ktera se sklada z vyrokovych proménnych, logickych symboll a zavo-
rek. Pfikladem formule mtize byt zapis: (A=B)&(—CAA). Pravdivostnim ohodnocenim vy-
rokové formule rozumime tabulku pravdivostnich hodnot, kterou jsme vysSe specifikovali.
V ramci jazyka matematické logiky pouzivame:

» Symboly pro prvotni formule: A, B....
» Symboly pro logické spojky: =, A, V, =, &
» Zavorky, které vyuzivame pro vyhnuti se nejednozna¢nostem (Partova, 2003).

Trlifajova (2013)definuje formule vyrokové logiky jako: ,,posloupnost symbolu z jazyka vy-

rokove logiky, ktera vznikne aplikaci nasledujicich pravidel:

(1) Prvotni formule je formule.

(i) Jsou —li A aB formule, pak —4, (AAB), (AVB), (A=B), (A<=B) jsou formule.
Nic jiného formule byt nemiZze.

(il)  Kazda formule vznikne pomoci pravidel (i) a (ii) v kone¢né mnoha krocich. (Trlifa-

jova & Vasata, 2013, s. 13).

3.5 Atomicky vyrok

Jako atomicky vyrok chapeme vyrok, ktery uz nemtzeme vice délit. Vyse jsme uvadéli pii-
klady slozenych vyrokt: ,,2 je mensi nez 5 nebo je rok 2017 “. Tento vyrok vSak obsahuje
dva samostatné vyroky, které jsou spojeny logickou spojkou. O atomickych vyrocich vsak
mluvime pravé tehdy, kdyz vyrok uz nemizeme na zadné jiné vyroky rozd¢lit, tudiz ,,se

jedna v jistem smyslu o to nejjednodussi konstatovani.
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Priklady takovych vyroki:
Bill Gates byl nejbohatsi clovek na svete.
Prirozené cislo sedm je liché cislo.

Dva plus t7i je Sest.

3.6 Tautologie

Dalsi ze situaci, kterd miize nastat, je tautologie. KIi¢ uvadi, Ze ,,tautologie je slozeny
vyrok, ktery je vZzdy pravdivy, nezavisle na pravdivostnich hodnotach vyroki, z nichz je

slozeny vyrok slozen® (Kli¢, 2007, s. 280) Nejcastéji se dle néj uvadi tautologie:
AV —A

Slovné tuto tautologii vyjadiime takto: ,,Bud’ plati vyrok A nebo jeho negace, treti
moznost neni.” (KIi¢, 2007 str. 280)

Priklad tautologie

1. 6je mensinez 10, anebo 6 neni mensi nez 10.

2. Milo§ Zeman je bud’ Cesky prezident anebo Milo§ Zeman neni Cesky prezi-
dent.

3. Jerok 2011 anebo rok 2011 neni.

Al-A|Av(-A)

110 |1

0|1 |1

Tabulka tautologie. « (Kli¢, 2007, s. 280)

3.7 Kontradikce

O kontradikci mluvime prave tehdy, kdyz je nepravdiva pro kazdé ohodnoceni. Jedna

se tedy o vyrokové formule, které jsou vZzdy nepravdivé.
Naptiklad: A A —A (Jedna se kontradikci, protoze nemuze platit formule i jeji negace.)
Piiklad kontradikce z 2.2.1:

1. 6 je mensinez 10 a zaroven 6 neni mensi nez 10.

2. Milo§ Zeman je Cesky prezident a zaroven Milo§ Zeman neni ¢esky prezident.
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A-AAA(-A)

110 |0

0|1 (0

Tabulka kontradikce.

3.8 Splnitelna formule

wFormule je splnitelnd, pravé kdyz existuje ohodnoceni, pro které je pravdiva.* (Tr-

lifajovéa & Vasata, 2013)

3.9 Kvantifikatory

Existuji situace, kdy tvrzeni, které dle matematické logiky nepovazujeme za vyrok

(napf. x > 3), mlizeme pomoci uréitych nastroju zptesnit tak, aby se z nich vyroky staly.

Hlavni problémem napftiklad u vyroku: x > 3, je to, Ze pfesné¢ nevime, co za dané
X mizeme dosadit. Muze to byt Cislo, véc, zvife atd. Kdyz vSak chceme upftesnit, Ze za dané
x mame dosazovat Cislo, zapiSeme to nasledovné: X< 3, XER. Stéle to ale neni dostatecné
uptesiiujici, nebot’ ¢isla miizeme dopliovat tak, Ze vyrok bude pravdivy anebo nepravdivy.

Pro dokonalé upfesnéni se pravé pouzivaji kvantifikatory.
Vseobecné plati, Ze rozliSujeme 2 typy kvantifikatort:

1. Velky kvantifikator (t¢Z nazyvany jako obecny)

2. Maly kvantifikator (téz nazyvany jako existencni)
(Busek, 1999)

3.9.1 Velky kvantifikator

(13

Velky kvantifikator zna¢ime symbolem V a ¢teme jej jako: ,pro kazdé ...
Tvrzeni X< 3, XER, bychom tak ptecetli jako vyrok: ,, Pro kazdé realné cislo x plati, ze x >

3. “ Pomoci tohoto kvantifikatoru pfepiSeme tento vyrok prepsat jako:
V(XER): x<3.

Nyni uz mame vyrok, ktery je vSak nepravdivy, nebot’ na misto x mizeme dosadit
I ¢isla vétsi nez tii (nebo tii) a vyrok je tudiz neplatny (nepravdivy). Pravdivy by byl pouze

Vv pfipadé, Ze by uvadeéna vlastnost (byt mensi nez 5) platila pro vSechna realna ¢isla.
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Literatura charakterizuje tento vztah nasledovné: ,,Obsahuje-/i vyrok proménnou va-
zanou obecnym kvantifikatorem, je pravdivy, pouze plati-li nasledujici: Pokud za zminenou
proménnou do vyrokového vzorce (vzniklého z vyroku odebranim kvantifikatoru) dosadime
libovolnou hodnotu, jiz muze tato promennd nabyvat, ziskame vzdy pravdivy vyrok.© Dale
upozoriuje na to, Zze pokud existuje alespon jedna ptipustnd hodnota vdzané proménné, po
jejimz dosazeni do vyrokového vzorce vznikne nepravdivy vyrok, je cely i cely vyrok
s kvantifikatorem nepravdivy. Naptiklad v naSem ptipad¢, dosadime-li na misto x napiiklad
¢islo 10, ziskame tak vyrok: 10 < 3. Jedna se o vyrok nepravdivy, tudiz i cely vyrok s kvan-

tifikatorem je nepravdivy (Busek, 1999).

3.9.2 Maly kvantifikator

Mimo velky kvantifikator existuje 1 kvantifikator maly, jehoz symbolem je: 3.

13

Tento kvantifikator ¢teme jako: ,,existuje ...« nebo ,,existuje alesporn jedno ...“ Jasné tedy
vidime rozdil, mezi velkym kvantifikatorem, ktery naznacuje, Ze vlastnost uvadéna ve vyro-
kovém vzorci musi nutné platit pro v§echny mozné varianty a hodnoty, a malym kvantifika-
torem, ktery specifikuje urcitou vlastnost praveé pro jednu ptipustnou hodnotu.

Moravec tuto skute¢nost definuje: ,,Obsahuje-li vyrok proménnou vdazanou existenc-
nim kvantifikatorem, je pravdivy pouze plati-li nasledujici: Existuje alespon jedna pripustna
hodnota zminéné promeénné, po jejimz dosazeni do vyrokového vzorce (vzniklého z vyroku
odebranim kvantifikatoru) ziskame pravdivy vyrok.”“ Pokud by tedy mél byt vyrok s timto
kvalifikatorem nepravdivy, nesmi potom z vyrokového vzorce vzejit pravdivy vyrok pro ja-
koukoliv jinou pfipustnou hodnotu vazané proménné. (Moravec, 2008)

Pouzijeme-li tedy stejny vyrokovy vzorec, ale s malym kvalifikdtorem, dostaneme:
A(xeR): x< 3
Tento vyrok ¢teme tedy nasledovné: ,, Existuje redlné Cislo x, které je mensi nez 3. Nyni
jsme uz piesné ziskali pravdivy vyrok, nebot’ ¢islo, které je mensi nez 3 jasné existuje. Do-

staneme napiiklad vyrok: 1 < 3. (Moravec, 2008)
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4 MNOZINY

Podle G. Cantora (1845 — 1918), zakladatele teorie mnozin, je mnozina souhrn objekti, které
jsou piesné uréené a rozliSené a tvoti soucast svéta nasich piedstav a mySlenek. Tyto objekty

nazyvame prvky mnoziny.

Mnozina je tedy souhrn libovolnych prvki, které jsou piesné definovany. Prvky, které mno-
Zina obsahuje, jsou nazyvany prvky mnoziny a jsou chapany jako celek. Matematice mame
na mysli prvky, které jsou znaCeny matematickymi znaky. V redlném zivoté to mohou byt

prvky, kter¢ identifikujeme jako prvek mnoziny. Pf. Mnozina zvuk, pohybt...

4.1 Znaceni mnozin

V matematice mnoziny znac¢ime velkymi tiskacimi pismeny (napi. M, Z, Q, R,...) ajejich

prvky malymi pismeny (napf. X, y, &, b,...).
Chceme-li zapsat, ze prvek x je prvkem mnoziny M, zna¢ime tento vztah:
xeM nebo M={x}
Chceme-li zapsat, Ze prvek x neni prvkem mnoziny M, zna¢ime tento vztah: Xxg M
Pokud méame zapis: M = {0}, neznamena to, Ze mnoZina M neobsahuje Zadny prvek, tudiz
je prazdnou mnoZinou. Znamena to, Ze mnoZzina M obsahuje prazdnou mnoZinu. MnoZina,
ktera obsahuje aspoii jeden prvek, se nazyva ,, neprdzdna mnoZina “.
4.2 Urceni mnoZziny
Charakteristickou vlastnosti mnoziny je to, Ze je ptesné a jednozna¢né definovana. Toto de-
finovani miize probihat dvéma zptisoby.
4.2.1 Definovani mnoZziny vyctem jejich prvki

Pokud mnozinu definujeme vyctem jejich prvky, znamena to, Ze vypiSeme vSechny prvky,

které patii do dané mnoZiny.
Naptiklad mnozinu A, ktera obsahuje prvky 1; 2; 5; 8, vyjadiime jako: A = {1; 2; 5; 8}

Pti zadani mnoziny vyc¢tem jejich prvki nezélezi na tom, v jakém potadi prvky zapisujeme.

To znamena, ze mnozina A = {1; 2; 5; 8} je totozna s mnozinou A = {8; 5; 2; 1}.
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4.2.2 Definovani mnoZiny pomoci charakteristické vlastnosti

Pokud mnozinu definujeme pomoci charakteristické vlastnosti, musime urcit vlastnost, ktera

je charakteristicka pro vSechny prvky patfici do dané mnoziny.

Napiiklad mnozina A obsahuje vSechny samohlasky. Takovd mnozina potom obsahuje
prvky {a, e, 1, 0, u, y}. Pokud zapiSeme jako A = {a, ¢, i, 0, u, y}, dostaneme zapis mnoziny

dany vyctem prvk.

4.3 PodmnoZina mnoZiny

Mnozina, kterd je podiazend, pod mnozinu nadfazenou je nazyvana podmnoZzina mnoziny.
Znacime A c B. Protoze kazdy prvek libovolné mnoziny A je prvkem mnoziny A, je kazda

mnozina A podmnozinou sebe sama. Tento vztah zapisujeme: 4 c A

4.4 Rovnost mnozin

O mnozinach A a B fekneme, Ze se rovnaji pravé tehdy, kdyZ ob& obsahuji tytéz prvky.

Tento vztah zapisujeme: A =B

Mnoziny A, B se rovnaji jediné tehdy, kdyz kazdy prvek mnoZiny A je prvkem mnoZiny
B a také kazdy prvek mnoZiny B je prvkem mnoZiny A. Tato vlastnost se vyuziva pii doka-
zovani rovnosti mnozin. Chceme-li dokazat, ze se mnoziny A, B rovnaji, dokazeme jednak,

7¢e A c B ataké ze B — A (Partova, 2004).
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5 OPERACE MEZI MNOZINAMI

Mezi mnozinami miizeme provadét rizné mnozinové operace. Mezi nejzakladnéjsi patii:

sjednoceni mnozin
prinik mnozin
rozdil mnozin

dopln¢k mnozin (Partova, 2004)

5.1 Sjednoceni mnoZin

Sjednocenim mnozin A, B vznikne nova mnozina, ktera obsahuje v§echny prvky jak mno-

ziny A, tak 1 mnoziny B. Tento vztah znac¢ime: A UB

Priklady:

1. Mame 2 mnoziny: A={1; 3; 5; 7}, B={2; 4; 6}.

Zna¢ime: AU B={1;2;3;4;5;6; 7}

2. Mame 2 mnoziny: A={1; 2; 3}, B={2; 3; 4}

Znacime: A U B ={1; 2; 3; 4}

Prvky 2; 3 nebudou ve vysledné mnozZin¢ 2x, protoze mnozina neobsahuje jeden

stejny prvek vicekrat.

Pokud sjednotime dvé stejné mnoziny, dostaneme zase tutéZ mnozinu. Tento vztah zna¢ime:

AUA=A

Sjednoceni dvou mnozin je komutativni, coZ znamena, ze nezéaleZi na pofadi mnoZin pfi

sjednocovani. Znamena to: A UB =B VA

Pokud sjednocujeme mnoZinu A s mnoZinou, ktera neobsahuje Zadné prvky, tedy s mnozi-

nou prazdnou, vyslednd mnozina bude rovna mnoziné A. Znamena to: A U0 = A
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5.2 Prunik mnozin

Priinikem mnozin A, B vznikne nova mnozina, ktera obsahuje takové prvky, které se nachézi
jak v mnoziné A, tak i v mnoziné B. Nova mnoZina bude tedy obsahovat prvky, které jsou

pro mnozinu A i pro mnozinu B spolecné. Tento vztah znacime: A N B
Priklady:
1. Mame 2 mnoziny: A={1; 3; 5; 7; 9}, B={4; 5; 6; 7}

Znacime: AN B ={5; 7}

2. Mame 2 mnoziny: A={a, b, ¢, d, e}, B={f, g, h, i, j, k}
Zna¢ime: AN B={} nebo AnB=0

Tyto mnoZziny nemaji Zadny spolecny prvek, tudiz prinikem mnoZin je prazdnd mno-

Zina.

Pokud méme dvé stejné mnoZiny, jejich prinikem je opét stejnd mnozina. Tento vztah zna-
¢ime: ANA=A
Prinik mnoZin je komutativni, coZ znamend, Ze nezéalezi na potadi jednotlivych mnozin.

Tento vztah zna¢ime: ANB =B nA

Pokud madme mnoZinu A a prdzdnou mnoZinu, jejich priinikem bude prazdnad mnozina, jeli-
koZ mnoZina, které neobsahuje zddny prvek, nemiize mit ani jeden spolecny prvek s mnoZi-
nou A. Tento vztah zna¢ime: AN O =0

5.3 Rozdil mnozin

Rozdilem mnozin A, B vznikne takovd mnozina, ktera bude obsahovat vSechny prvky mno-
ziny A, a zaroven nebude obsahovat zadny z prvki mnoziny B. Tento vztah znacime:

A-Bnebo A\B
Priklady:
1. Mame 2 mnoziny: A={1; 2; 3;4; 5}, B={4; 5; 6; 7; 8}

Znacime: A\B = {1, 2; 3}
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Jsou to ty prvky, které ndm ziistanou, pokud z mnoziny A odstranime vSechny prvky, které

jsou obsazeny v mnozin¢ B

Pokud odecitdme dvé stejné mnoziny, podobné jako pti odecitani dvou stejnych cisel, do-

staneme prazdnou mnozinu. Tento vztah znacime: A\ A =0

Pokud od mnoziny A odefteme prazdnou mnozinu, vysledkem je opét mnozina A. Tento

vztah znaéime: A\ G =0

5.4 Doplnék mnoZiny

Abychom spocitali doplnék mnoziny A, potfebujeme védét, v jaké mnoziné tento doplnék
pocitame. Doplnék mnoziny piedstavuje vSechny prvky, které nejsou v mnoziné€ A. Jedna se

tedy o jakysi opak mnoZziny A. Doplné&k znacime: A
Priklady:

1. Mame-li jako hlavni mnozinu M={1; 2; 3; 4; 5; 6, 7; 8; 9; 10}, pak dopln€k mnoziny
A={2; 4; 6; 8; 10} v M, bude obsahovat v§echny prvky mnoziny M, které nejsou obsazeny
v mnozin& A. Tedy A={1; 3; 5; 7; 9}

Muzeme tedy fict, Ze A v M je rovno M\A.

5.5 Vlastnosti mnoZziny
1) KOMUTATIVNOST:

Pro vSechna redlna ¢isla plati komutativni zékon (véta) pro scitani a nasobeni.

X +Yy =y + X (komutativnost s¢itani)

X *y =y * x (komutativnost nasobeni)
2) ASOCIATIVNOST
Pro vSechna realné ¢isla plati asociativni zakon (véta) pro s¢itani a nasobeni.

(x+y) +z=x+(y+z) (scitani)

(x*y)*z=x*(y* z) (nasobeni)
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6 BINARNI RELACE

Relace je matematicky pojem, ktery vyjadiuje vztah mezi dvéma prvky v mnoziné. Piiklad:

Pokud ve vztahu dvou Zen je Monika matka a Jitka dcera = vztah ,,matka — dcera®.
Avrita relace

Arita = termin, ktery vystihuje, kolik prvkl v relaci mame. Pro urceni tohoto vztahu je po-

tteba definovat prvky v zakladni mnozin€ a tedy, prvky, u kterych budeme relaci urcovat.
Unarni (jeden prvek)
Binarni (dva prvky)

Ternarni (tfi prvky)

6.1 Binarni relace

Vyjadiuje vztah prvki jedné mnoZiny k prvkiim v mnoziné druhé. Urcujeme zde vzdy vztah
mezi dvéma prvky. Mezi typické binarni relace patii: mensi nez, rovnost, délitelnost, vétsi

nez, apod.

Binarni relaci R mezi mnozinami M1 a M2 mizeme definovat takto: R € M1 x M2. Binarni
relace je tak mnozina dvojic, pfi¢emz tato mnozina je podmnozinou kartézského soucinu

dvou mnozin, mezi kterymi relaci zavadime (Partova, 2004).
1. Vyhledejte vsechny relace ,,otec — syn*

Max: dédecek

Josef: otec

Honza: syn

2. Definujte binarni relaci ,,mensi nez* prvku z {A} k prvkim z {B}
{A=(2,59)}

{B=(1,4,6)}.
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Ptiklady:

1. Vyhledejte vSechny relace ,,otec — syn
Max: dédecek

Josef: otec

Honza: syn

2. Definujte binarni relaci ,,mensi nez* prvka z {A} k prvkiim z {B}
{A=(2,5,9)}

{B=(1,4,6)}.



Logika, mnoziny, relace 27

ZAVER

Historie a vyvoj matematiky je velmi zdsadni pro pochopeni matematickych operaci, které¢
realizuje dité predskolniho véku v edukaci matetské skoly. Matematika se zrodila z dialogu
(Kvasz, 2016). Ontogeneze tohoto oboru piedurcuje praci ucitele v mateiské Skole zakladat
na dialogické interakci s ditétem. Oblast mnozin a binarnich relaci pak poklada zaklad pro
identifikaci prvkl kolem ditéte a nasledné pak charakteristiku jejich vztahu. Ale nejen to,
dit¢ samo dokaze na zakladé napodoby a samostatné manipulace s pfedméty pojmenovavat

pfedméty kolem sebe a vztahy, které maji mezi sebou.
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